Новые классы задач теории упругости анизотропного неоднородного тела by Саркисян, В. С.
Сарк11с.нн В. С. Новые классы задач теории упругосп111 ... 
НОВЫЕ КЛАССЫ ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
АНИЗОТРОПНОГО НЕОДНОРОДНОГО ТЕЛА 
Саркисян В.С. 
Ереванский государстве1111ый университет 
Человек стремится к знани11м, 
и, как только 11 нем угасает 
жажда знании, он перестает 
быть человеком. 
Ф. Нансен 
Введение. В современной технике, особенно в авиастроении . раке­
тостроении. судостроении. в машиностроении и в строительном деле. в 
качестве основных элементов конструкций широко применяются анизо­
тропные стержни, пластинки и оболочки, - как однородные , так и неод­
нородные. 
В нистоящее время в инженерной практике при изготовлении кон­
струкций наряду с материалами, обладающими "естественной" анизотро­
пией, зивисящей от внутреннего строения, широко применяются компо­
зиционные материилы. Это сrало возможным в связи с возрастиющими 
возможностями современной технологии создиния материалов с различ­
ными видами конструктивной анизотропии и неоднородности. Риспро­
страненными способами технологического изготов,тения анизотропных 
неоднородных материалов являются, например, ориентация, т . е. сооб­
щение структуре материала упорядоченности, и ирмирование материала 
упрочняющими элементами. Создинные этими технологическими спосо­
бами новые материалы обладают такими наперед заданными свойства­
ми. которые ниилучшим образом обеспечивают повышенную надежность 
конструкций в целом и уменьшение материилоемкости и себестоимости 
изделий . 
Неоднородность упругих свойств и тела в целом возникает как бли­
годаря особенностям технологических процессов получения его конст­
руктивных элементов , так и в процессе формирования самого тела. В ви­
де неоднородности анизотропные митериалы появляются в конструкциях 
стержня , пластинки и оболочки с прямоугольной или криволинейной 
анизотропией в плане криволинейного или прямолинейного сечения . 
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Так, например, это может быть стержень или пластинка с криволиней­
ным четырехугольным поперечным сечением, материал которого обла­
дает прямолинейной анизотропией, и др. 
Изучение задач анизотропных неоднородных тел открывает перед 
исследователями многие важные практические задачи, в которых учиты­
ваются реальные свойства материалов . 
Известно , что учет неоднородности и анизотропии материалов в 
различных задачах механики деформируемого твердого тела в математи­
ческом отношении приводит к довольно большим, иногда почти непре­
одолимым трудностям. Но при этом в физическом отношении рождают­
ся новые качественные и количественные эффекты. 
Что касается общих аналитических методов расчета, в частности, в 
теории упругости неоднородных анизотропных тел, то , кроме классиче­
ских методов решения дифференциальных уравнений в частных произ­
водных. а также методов интегральных уравнений и теории аналитиче­
ских функций , одними из эффективных являются способы решения мето­
дами возмущения (В .А .Ломакин [1]). последовательных приближений 
(Г.Б.Колчин [2]) и малых параметров (В.С.Саркисян (3]). 
Знание коэффициентов концентрации напряжений позволит созда­
вать более надежные в эксплуатации и более экономичные (равнопроч­
ные) конструкции. Точное знание полей напряжений вблизи концентра­
тов дает возмо:111.-rюсть экономить материал, снижать стоимость, умень­
шать массу, повышать надежность и долговечность конструкции . 
Актуальность исследований задач анизотропных и неоднородных 
упругих тел продиктована наилучшими запросами инженерной практи­
ки, необходимостью дальнейшего развития общей теории механики де­
формируемого твердого тела, включающей в себя вопросы построения 
математических моделей и разработки эффективных аналитических и 
численных методов решения конкретных практических задач . 
Большое развитие в последнее время получили исследования, по­
священные разработке и применению методов расчета упругих анизо­
тропных и неоднородных конструкций. 
Существенный вклад в развитие механики анизотропных и неодно­
родных тел внесли многие ученые. Обстоятельный обзор работ и доста-
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точно подробная библиография исследований по анизотропной и неод­
нородной теории упругости содержатся в работах С.А.Амбарцумяна 
[4-6] , С.Г.Лехницкого (7-9] , Г.Б . Колчина [10-11], В.С.Саркисяна (12-15] . 
В настоящей лекции затронут ряд вопросов и проблем теории уп­
ругости анизотропных и неоднородных тел: 
I. Краткие сведения из теории упругости анизотропной неоднородной 
среды. 
II . Кручение прямолинейных анизотропных упругих стержней с попе­
речным сечением в виде криволинейного четырехугольника . 
III . Кручение призматических криволинейных цилиндрически анизо­
тропных стержней с прямоугольным сечением. 
IV. Исследование задач кручения неоднородных анизотропных призма­
тических стержней со сложным сечением методом граничных инте­
гральных уравнений. 
V. Антиплоские задачи для анизотропных клиньев. 
VI . Изгиб прямолинейной анизотропной пластинки в виде криволиней ­
ного четырехугольника. 
VII. Термоупругая задача для ортотропной клиновидной пластинки. 
VIII . Новый подход при решении ряда задач для многослойных неодно­
родных анизотропных цилиндрических оболочек . 
В подготовке рукописи лекций принимала участие кандидат физи­
ко-математических наук А.В.Саркисян, автор благодарит ее за этот труд. 
1. Краткие сведении из теории упругости 
анизотропной неоднородной среды 
1. Исходные допущения и основные понятии. Представи\f тело как 
материальный континуум . Пусть тело деформируется при действии на 
него внешних воздействий . При исследовании напряженного и деформи­
рованного состояния этого тела принимаем классическую модель сплош­
ной среды , иначе говоря , считаем , что любая сколь угодно малая часть 
тела состоит из материала этого тела . 
Опираясь на эту гипотезу, в механике сплошной среды и , в частно­
сти, в механике деформируемого твердого тела, широко используют весь 
аппарат дифференциального и интегрального исчисления . Поэтому ока-
30 
Труды Математического центра имени И.И.Лобачевского 
зывается возможным определить характеристики состояния и поведения 
тела как непрерывные функции от координат точек тела. Принимается 
также, что геометрия деформированного тела и после деформации оста­
ется евклидовой . 
В настоящей работе принято, что тело анизотротюе, т. е . оно об­
ладает различными свойствами в различных направлениях . Предполо­
жим , что тело , подвергающееся воздействию внешних сил, является со­
вершенно упругим, т. е. между компонентами напряжений и деформаций 
существуют линейные зависимости (обобщенный закон Гука), причем ко­
эффициенты этих линейных зависимостей могут бьrrь как постоянными 
(одпородное тело), так и переменными функциями координат, непрерыв­
ными или прерывными (в случае неоднородного тела) . 
Неоднородность механических свойств реальных твердых дефор­
мируемых тел является хорошо известным. экспериментально подтвер­
жденным и достаточно полно изученным фактом. Принято выделять два 
принципиально различных типа неоднородности : неоднородность в "ма­
лом" или микронеоднородность и макронеоднородность. При этом по­
следняя понимается как различие свойств тела в разных точках в рамках 
механики сплошной среды . Неоднородность такого вида может иметь 
различный характер. Модель макроскопически однородной (квазиодно­
родной) среды ;~ежит в основе классической теории упругости и других 
теорий однородных тел (пластичности, вязкоупругости . ползучести и 
др . ). Под упругими телами с непрерывной однородностью в дальнейшем 
будут пониматься тела макроскопически неоднородные в указанном 
смысле ((1 , 16]). Отметим также, что в дальнейшем вместо термина "мак­
ронеоднородность" будет употребляться термин "неоднородность" в ука­
занном выше смысле. 
Нелишне отметить , что наиболее общий подход к определению по­
нятия "неоднородность" разработан В .Ольшаком , концепции которого и 
будем придерживаться (17]. Тогда "упругое неоднородное" тело опреде­
лим как тело с тензорным полем модулей упругости, инварианты кото­
рого являются функциями координат рассматриваемой точки [ 18, 1, 19) 
(подробнее см. в работе [ 1 )). Итак. мы имеем теорию упругости однород­
ного или неоднородного тела. 
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2. Дифференциальные уравнения движении и равновесия элементов 
сплошной среды. Эти уравнения имеют вид: 
оа 
a;J,J + p(F; - f; )=О, (a;J,J = ""- У). 
v-'J 
(1) 
Здесь и далее имеем общепринятые обозначения. 
Если тело находится в равновесии, то / 1 =О, / 2 =О . fз =О, и мы по-
лучим уравнение равновесия . 
3. Обобщенный закон Гука. Пусть имеем упругое неоднородное те­
ло, обладающее криволинейной анизотропией. Отнесем рассматриваемое 
тело к системе криволинейных координат так , чтобы в каждой точке уп­
руго-эквивалентные юшравления совпадали с координатными направле­
ниями . Предположим. что материал тела следует обобщенному закону 
Гука, который в рассматриваемой системе триортогоналъных координат 
q1. q2. qз записывается в виде [7,15): 
(2) 
или 
е12 =a16s11 + 0 26·1'22 + ... +a66s12 · 
здесь aiJ. следуя П . Бехтереву, назовем коэффициентами деформаций (At' 
- модули упругости). 
Если модули упругости зависят от координат точки , то тело назы­
вается неоднородным (непрерывным, прерывным). В анизотропном одно­
родном теле упругие свойства одинаковы во всех точках, т. е. они посто­
янны . 
Оказывается [20]. что в самом общем случае анизотропии число 
различных коэффициентов aiJ или , соответственно, А#' при фиксирован­
ных осях равно 21 . 
Тело будем называть слабым неоднородным (анизотропным или 
изотропным) . если 
k ke С;/ (Р) = с0 iJ {1 + lf t' (Р)} (нет суммирования по индексам) (3) 
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здесь Р = P(q1, q2 , q3 ), б - малый параметр , !J' (Р) - некоторые функции , 
имеющие необходимое число производных по координате, причем 
\lfl < 1, о:!> б < 1. (4) 
Введем также понятие тела со слабой анизотропией , когда 
ke .ke Си =С iJ {l+e} 0:5&<1 , (5) 
причем & - малый физический параметр . 
Отметим, что в случае неортотропного тела имеют место соотно­
шения 
aiJ DiJ µ1 =--- <1 , µ2 = <1 , 
Ja;;ajj JD;;Djj 
(6) 
здесь µ; (i = 1, 2) - малые физические параметры , причем О :5 µ i < 1. 
Запись закона (2) может быть упрощена за счет напичия определен­
ной симметрии строения анизотропного тела и соответствующего выбо­
ра системы координат. Не будем останавливаться на всех возможных 
случаях упругой симметрии, а рассмотрим лишь наиболее важные из них . 
а) Плоскость упругой симметрии . Рассмотрим случай , когда в каж­
дой точке имеется лишь одна плоскость упругой симметрии . касательная 
к координатной поверхности q3 = const ( q1, q2, q3 - криволинейная орто­
гональная система координат) . Такое тело мы будем называть неорто­
тропным . Тогда коэффициенты 
(7) 
и при произвольном направлении осей q1 и q2 в плоскости упругой сим­
метрии в уравнениях закона Гука будет участвовать тринадцать коэффи­
циентов , однако независимых из них всего двенадцать [20) . В этом случае 
уравнение обобщенного закона Гука , с учетом гипотезы Дюгамеля­
Неймана , можно представить в виде [ 15] 
&11 =a11D'1 1 +0120-22 +а130'33 +а160'12 +а11Т. 
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Здесь а11 , а22 , а33 - коэффициенты линейного температурного сдвига. 
б) Три rшоскости vпругой симметрии. Пусть через каждую точку 
тела проходят три взаимно ортогональные плоскости упругой симметрии 
(эти плоскости перпендикулярны ортогональным координатным осям 
ql. q2 , q3 соответственно). Тогда 
(8) 
Число независимых упругих постоянных равно девяти, а такое тело 
называется ортотропным. 
в) Плоскость изотропии. Пусть через каждую точку тела проходит 
поверхность, на которой все направления являются упруго-эквивалент­
ными (поверхность изотропии). С учетом того, что координата q3 в каж­
дой точке тела перпендикулярна к поверхности изотропии, уравнения 
обобщенного закона Гука запишем так: 
&11 =0110"11 +а12а22 +0130"33 +а11Т. &13 =а440"13. 
&22 = а12а11 + а22а22 + а130"33 +а22Т , &23 = 0440"23 . (9) 
&33 =013(а11 +а22)+0330"33 +а33Т, &12 =2(011-а12)а12· 
Такое тело называется трансверсально изотропным (транстропным) , и 
число независимых упругих характеристик равно пяти. 
г) Полная симме-rрия - изотропное тело. В этом случае закон Гука 
принимает вид: 
&11 =и11а11 +012(а22 +а33)+аТ, &13 =а44а13. 
&22 = 011а22 + 012(а11 + а33) + аТ, &23 = О44а23 • 
&33 =0110"33 +a1z(a11 +а22)+аТ, &12 =и440"12 • 
(10) 
где а11 =1/Е, а12 =-v!E, а.ц =l/G=2(1+v)/E, Е - модуль упругости. v -
коэффициент Пуассона , aiJ - коэффициенты линейных температурных 
расширений . 
В обобщенном законе Гука присуrствует температура Т, которую 
можно считать заданной функцией координат q1, q2 , q3 . Ее можно опре­
делить из решения уравнения теплопроводности, которое для случая ор­
тотропных теплофизических свойств, не зависящих от температуры, за­
писывается в виде [21] 
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к _!__(Н2Нз СГJ+к ~(Н1Нз СГJ+к ~(Н1Н2 сг)=о (11) 
q1 СЧ~ Н1 СЧ~ q2 СЧ2 Н 2 СЧ2 q3 СЧз Нз СЧз ' 
здесь К q1 • К q2 • К q3 - коэффициенты теплопроводности в направлениях 
координатных линий q1• q2 , q3 соответственно , а Н; - коэффициенты Ла­
ме. На упругие постоянные, входящие в обобщенный закон Гука, нала­
гаются определенные ограничения [12] 
й11 012 й1з la11 
aij >0, а12 а22 а23 =а11а22 -af2 >0, 1°12 
01з а23 а33 а13 
а1з! 
a23 j >О, JatJJ >О, 
0ззi 
(12) 
где iatij есть определитель матрицы J!a;J!I. 
4. Преобразование упругих постоянных при повороте системы коор­
динат. Вычисление жесткостей для произвольных направлений. Часто 
встречаются такие задачи, при решении которых появляется необходи­
мость вычислить упругие постоянные для некоторой системы координат 
q1• q2, q3 , коrщ1 заранее известны эти постоянные для другой системы ко-
ординат q). q1, ч1 . Во-первых, укажем формулы преобразования поворота 
для ортотропного тела (причем , главными направлениями упругости яв­
ляются направления осей х1 , х2 , х3 ), т. е. перехода от системы х1 • х2 , х3 к 
системе х;, х;, х~ с осью х;, совпадающей с х3 [22]: 
• cos
4 t:p ( 1 2v12 ) . 2 2 sin4 t:p а11 =--+ ---- sш t:pcos t:p+--, Е, G12 Е1 Е1 
' (V23 V31) · азб =- --- sш2t:p, 
Е2 Ез 
· cos2 t:p sin 2 t:p 
а44=--+--, G2з G1з 
(13) 
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а;~ =а~4 =а;4 =а~ =а;5 =а~5 =а;5 =а~6 =О , 
где rp - угол поворота . 
Приведем формулы дпя вычисления жесткостей ортотропной пла­
стинки, когда геометрические оси совпадают с физическими осями 
(обобщенное плоское юшряженное состояние) [8) 
D; 1 = D11 cos4 rp+2(D12 + 2D66 )sin2 rpcos 2 rp + D22 sin 4 rp, 
(14) 
D;6 = 0,5[D22 cos2 rp- D11 sin 2 rp- (D12 + 2D66 )cos 2rp]sin 2rp. 
причем имеют место инвариантные соотношения: 
D; t + D~2 +2D;2 = D11 + D12 +2D12• D~h - 0;2 = Dм -D12 · (15) 
Отметим, наконец, что численные значения как упругих постоян­
ных Jщя некоторых анизотропных материалов, так и жесткостей анизо­
тропных пластин можно найти в работах [22, 23, 4). 
5. Постановка задач теории упругости анизотропного тела. Задача 
теории упругости анизотропного тела сводится обычно к определению 
компонент тензора напряжений в любой точке в упругом анизотропном 
теле и . в некоторых случаях . к установлению выражения компонент де­
формации в любой его точке при заданных объемных силах и условиях 
на границе тела . 
Решение необходимых дифференциальных уравнений теории упру­
гости будет вполне определенным при удовлетворении следующих усло­
вий: 
а) условия на поверхности упругого анизотропного тела - так на­
зыв<iемые граничные условия; 
б) условия в нач(U]е движения - так называемые начальные условия 
(дпя задачи динамики). 
В зависимости от того , что задается на поверхности, различают три 
основные задачи теории упругости . 
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Первая основ//ая задача. На всей поверхности задаются внешние 
усилия (силы) . 
Вторая основная задача. На поверхности задаются перемещения u; . 
С.мешш111ая задача. На части поверхности зад;tются внешние усилия 
(силы). на остальной части поверхности - перемещения . 
Исследования существования и единственности решения этих гра­
ничных задач можно найти в работах Л .С .Лейбензона (24] , Н .И . Мусхе­
лишвили [24] , Г.Фикера [25] и других авторов (обзор по этим вопросам 
см. (15]). 
11. Кручение прямолинейных анизотропных упругих 
стержней с поперечным сечением в виде 
криволинейного четырехугольника 
Исследованию задач о кручении анизотропных стержней посвяще­
ны труды С.Г.Лехницкого ([7-9]), Н.Х.Арутюняна, Б.Л.Абрамяна ([26]), 
В.С.Саркисяна ((12-15]). В основном в этих задачах рассмотрена анизо­
тропия таких видов, в которых главные ее направления совпадают с ко­
ординатными линиями областей. где решаются задачи. 
Здесь рассматриваются задачи чистого кручения призматических 
стержней с сечением в виде части кругового и эллиптического кольца, и 
части кольца, полученного из двух эксцентрических окружностей криво­
линейного четырехугольника. Предполагается, что материал стержней 
обладает прямолинейной анизотропией и имеет одну плоскость упругой 
симметрии. Для решения поставленной задачи составляется дифференци­
альное уравнение соответственно в полярных, эллиптических, биполяр­
ных и криволинейных ортогональных координатах, вводится физический 
малый параметр о , характеризующий анизотропию материала. Решение 
задачи ищется в виде ряда по степеням этого малого физического пара­
метра (15] . 
Для иллюстрации этого метода рассмотрим следующую задачу. 
1. Кручение прямолинейно анизотропных призматических стержней 
в виде части кругового кольца. Для определенности предположим. что 
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044 > 0 55 . Заметим, что при этом всегда присутствует малый физический 
параметр д: 
б-- U44 -05_5 , (О :S б < \) . ( 16) 
О44 + й55 
Введем обозначения 
r
1 
= __ 2а45 , 04s и б1 = µе, µ - . 
044 +а55 - ~О44О55 ' 
2~a44G55 
е= ----. 
044 +а55 
(17) 
Тогда можно предположить, что 
k.-1 -- 2а45_ . б1 =бk1, 
й44 -055 
Дифференциальное уравнение задачи можно представить так : 
Т[Ф) + бS[Ф] = -Ао· 
(18) 
(19) 
Здесь приняты обозначения 
о2 1 с 1 о2 Т[)=-+--+-- (20) а-2 , а- г2 &р2 
S[]=a1(1p) --- ---- -202(q:>)- -- -+--+-- -, (21) ( о
2 
1 о 1 а2 ) а ( 1 с ) а2 1 о 1 о2 
а-2 ' а- ,2 oq/ а- ' а- а-2 ' а ,2 OlfJ2 
49 А0 = ---, о1 ( qJ) = cos 2qJ- k1 sin 2qJ, о2 ( qJ) = sin 2qJ + k1 cos 21р . (22) 
U44 +й55 
Граничные условия дпя четырехугольника следующие: 
Ф(а,1р) =Ф(b,q.i) =О, 
Ф(r,О) = Ф(г,а) =О . 
(23) 
(24) 
В частном случае, если предположить, что материал стержня обла­
дает прямолинейной ортотропией, причем главные физические оси (оси 
анизотропии) совпадают с геометрическими осями, то k1 =О, и уравнение 
(19) примет вид 
(1+бcosq.i) 02 Ф +(l-бcos2qi{_!_~ +! oФ)-2бsin2qi~(! оФJ = -А0 . (25) а-2 ,2 &р2 , а- а- , &р 
По-прежнему, имеем дифференциальное уравнение с переменными коэф­
фициентами и не разделяющимися переменными. Очевидно , что решение 
рассматриваемой краевой задачи будет зависеть от параметра б. Естест-
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венно представить решение дифференциального уравнения нашей задачи 
( 19) в виде ряда по степеням этого малого параметра: 
Ф(r,!р) = Ф0 (r,!р)+ЬФ 1 (r,!р)+б2Ф 2 (r,!р)+ .... 
Здесь Ф;(r,Q') - неизвестные функции, определяемые из соотношений 
Т[Ф]=gо, T[Фi]=g;(r,!p) (i=l,2, 3" .. ), 
где 
g0 -A0 , g;(r,tp)=-S[Ф,_1 ] (i=l, 2,3"") , 
{о2Ф; - 1 1 ОФ;-1 1 о2Ф;-1) o(I ОФн) g(r,tp)=az(<P ---------- +2a2(Q')- - -- . , а-2 , а- ,2 rJrp2 а- , а-
Аналогично находим 
Фi(а, ф) = Фi(b,Q') =О, (i =О, 1, 2" " ), 
Фi(r,O)=Фi(r,a)=O, (i=0,1,2, .") . 
(26) 
(27) 
(28) 
(29) 
(30) 
Это озю1чает , что сначала нужно решить задачу кручения "однородного 
изотропного" призматического стержня криволинейного четырехуголь­
ного поперечного сечения с приведенным модулем сдвига 
G; = - - 2 __ 
ац +а55 
(31) 
а затем решить задачу кручения того же "однородного изотропного" 
призматического стержня, но уже со следующим модулем сдвига 
• 1 G; = 
29 
g; (r, tp ). (32) 
Имея функции Ф;(r,(J). можно по известным формулам построить 
функцию напряжений и затем определить компоненты тензора напряже­
ний и жесткость стержня при кручении. 
2. Определение касательных напряжений при кручении стержня 
криволинейного поперечного сечения, материал которого обладает прямо­
линейной анизотропией (неортотропней). Разработаем метод решения 
краевой задачи кручения стержня с сечением в виде кругового сектора , 
изготовленного из материала, обладающего прямолинейной неортотро­
пией . 
Сначала рассмотрим следующую краевую задачу : 
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(l+oo1(cp))-+(l-001(cp)] --+-- -2002(ф)- - - =-А0 о2Ф ( 1 о2 1 8DJ о (1 81>) а-2 ,2 ai;o2 , а- а , iJcp 
Ф(r,О) = Ф(r,а) =О . 
Ее частным решением будет 
Ф°(г,~;о)= 9г 2 [cos(2i;o-a) _ 1]. 
2a55 (1+k1 tga) cosa 
k - а45 1--. 
а55 
(33) 
(34) 
(35) 
Найдем решение однородного дифференциального уравнения, со­
ответствующего (33). С этой целью представим 
Ф0 (r,i;o) = ,;.F(i;o) 
и . полагая 
V( )=F( ) l-001(«P) 
[ ]
0.5(1-J.) 
1Р 1Р 1-&1 (а) 
получим обыкновенное дифференциальное уравнение 
V"(ip) + l(fP) V(fP) =О, 
где 
l(fP)=fl-&1(V?)Г 2 \A.2 -2&11(qi)-б 2 [J2 ho +aз(fP)J}, 
F(fP) = ~~ {c81(fP,J)+c2 Vz(qi,J)} · [ 
&.l >]0,5(\-).) 
1-оо1 (а) 
(36) 
(37) 
(38) 
(39) 
(40) 
b0 =I+k1
2
,c0 =-l,5(1+k12 ). Cj=-0,S(kf-l). a3 (fP)=c0 +Cjcos4qнk1 sin4cp, ), -
произвольный параметр, V1(fP,J), V2(fP,J) - фундаментальные решения 
уравнения. Затем удовлетворим однородным граничным условиям и из 
существования нетривиального решения полученной системы найдем 
(41) 
Отсюда определяются все собственные значения (числа) Jn нашей задачи, 
иначе говоря, определяются все собственные функции, затем записывает­
ся решение в виде ряда по собственным функциям однородной задачи , и , 
следовательно, общим решением неоднородной задачи будет 
Ф(rfP)= 9r2 [1-cos(2cp-a)J+ 
' 2а55 (1 + k1 tga) cosa 
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оо Л _ _ [l-&li((V)]0,5(1-Лk) 
+ L' k [Cik v,k(Ф.A-k )+C2k V2k(1P,д.k >J -~--'--
k=I l-&l1(a) 
(42) 
Нахождение фундаментальных решений v,{tp,A.), V2{tp,д.) представ-
ляет математически почти непреодолимую проблему . В ряде случаев. в 
зависимости от степени ортотропности материала, получены обыкно­
венные дифференциальные уравнения задачи (уравнение Матье, уравне­
ние Хилла и др . ) и построены фундаментальные решения. Определено 
напряженное состояние при кручении стержня с криволинейным сечени­
ем, материал которого обладает прямолинейной анизотропией (неорто­
тропией) . Показано, что появление или исчезновение концентраций на­
пряжений во входящих углах контура поперечного сечения зависят от 
значений угла а и от упругих характеристик 8 44 и 8 55 материала . 
111. Кручение призматических криволинейных 
цилиндрически анизотропных стержней 
с прямоугольным сечением 
Рассматриваются задачи кручения однородных призматических 
стержней с прямоугольным сечением , материал котороrо обладает ци­
линдрической и криволинейной (эллиптической, биполярной) анизотро­
пией . В этом случае главные направления анизотропии не совпадают с 
координатными линиями областей, где решаются задачи. 
1. Кручение призматического цилиндрически анизотропноrо стержня 
с прямоугольным сечением. Доказано, что задача кручения стержня пря­
моугольного сечения с цилиндрической и криволинейной (эллиптиче­
ской, биполярной) анизотропией сводится к решению системы рекур­
рентных краевых задач для стержней с подобным сечением, но обладаю­
щих прямолинейной анизотропией. Рассмотрим конкретные задачи. 
2. Обоснование метода малоrо физического параметра при решении 
задачи кручения неортотроnных стержней. Исследуется вопрос существо­
вания и сходимости решения задачи о кручении неортотропного стержня с 
произвольным поперечным сечением. Иначе говоря, проводится иссле­
дование решения основного дифференциального уравнения в частных 
производных эллиптического типа с не разделяющимися переменными 
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еЛ[Ф]+бS[Ф] = -А0 (43) 
для любой области П, ограниченной достаточно гладкой кривой Г, при 
нулевых условиях . 
Здесь 
02 02 
Л[]=-2 +-2' 
& 1 &2 
S[]= x 2(k1x1- x2 ) ti _x1(k1x2 +x1) о2 
2 2 2 2 2 2 + 
xt +х2 &1 Х1 + х2 &2 
k1(xi-xf)+2x1x2 о2 x2 -k1x1 tJ. x1+k1x2 о 
+ 2 2 ·---+ 2 2 + 2 2 ' Х1 + Х2 &1 & 2 Х1 +х2 & 2 Х1 +х2 & 1 
28 Ао = - -- . 
а44 +а55 
е = а.ц 
0.ц + а5 5 
(44) 
(45) 
(46) 
Доказывается, что существует решение нашей основной краевой задачи , 
имеющее ющ 
~ 
Ф(х1 ,Х2) = Фu ( Х1 ,Х2) + L oi ф j (х1 , Х2), 
j =I 
(47) 
причем при о< 1 t iиo l ряд (47) сходится абсолютно и равномерно по х1 и х2 в 
области n. ряды первых производных по Х; СХОДЯТСЯ в любом Lr (р> 1), а 
ряды вторых производных сходятся в П в среднем. Здесь и0 есть первое 
собственное значение краевой задачи 
Л(Ф]+иS[Ф] =0, 
Фiг =0 . (48) 
Отметим, что точно найти первое собственное значение краевой задачи 
(48) не так легко . В прикладных задачах вычисление ju0 j можно выпол­
нить с любым приближением, но достаточно точным методом. Имея в 
арсенале современные компьютеры, для этой цели хорошо применять ва­
риационные методы . 
3. Призматический стержень прямоугольного сечения, обладающий 
эллиптической анизотропией. Доказано, что задача о кручении призма­
тического стержня, обладающего эллиптической. цилиндрической анизо­
тропией , сводится к решению рекуррентных дифференциальных уравне-
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ний в частных производных с разделяющимися переменными при нуле­
вых граничных условиях [15]. 
IV. Исследование задач кручении неоднородных 
анизотропных призматических стержней со сложным 
сечением методом граничных интегральных уравнений f15) 
1. Для внутренней задачи Дирихле в областях с углами изучены ин­
тегральные уравнения и асимптотики решения. 
2. Рассматривается задача кручения прямолинейно-анизотропных 
стержней с угловыми точками на контуре сечения. Решение задачи сво­
дится к интегральному уравнению Фредгольма, которое решается мето­
дом последовательных приближений. Рассматривается композиционный 
материсш, который при надлежащем выборе координатных осей сводится 
к ортотропному материалу с одной плоскостью упругой симметрии , пер­
пендикулярной той оси , вокруг которой осуществляется поворот осей. 
Приведены значения коэффициентов асимптотики для входящих и выхо­
дящих углов, касательных напряжений в точках на границе и области 
поперечного сечения вала со шпоночным пазом и вычислена его жест­
кость . 
3. Рассматривается задача кручения прямолинейно-анизотропного 
стержня со слабой неоднородностью . Для функции напряжений получено 
дифференциальное уравнение. Его решение ищется в виде ряда по степе­
ням малого физического параметра , с помощью которого защ1ча сводит­
ся к рекуррентной системе уравнений с граничными условиями. 
4. Исследуется задача кручения призматических стержней с произ­
вольными сечениями из материалов, обладающих цилиндрической, эл­
лиnтическо-цилиндрической, биполярно-цилиндрической и криволиней­
но-цилиндрической (общий случай) ортотроrшей. Задача сводится к ре­
куррентной системе дифференциальных уравнений при нулевых гранич­
ных условиях, которые решаются методом граничных интегральных 
уравнений. 
5. Исследован вопрос определения коэффициента концентрации 
напряжений при кручении шлицевого вала с закругленными углами . Ин­
тегральное уравнение также решено численно-аналитическим методом 
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(методом последовательных приближений) . Разработана универсальная 
программа для вычисления коэффициентов концентраций напряжений 
для произвольных размеров , числа зубьев и глубины зуба. Полученные 
результаты были сравнены с результатами других исследований. Задача 
дпя прямолинейного и цилиндрически ортотропного тела сведена к ана­
логичной задаче для изотропного тела путем замены переменных . 
V. Антиплоские задачи для анизотропных клиньев 
1. Рассматривается антиплоская задача для цилиндрически анизо­
тропного клина , имеющего одну плоскость упругой симметрии . одна 
грань которого закреплена, а на другой приложены касательные напря­
жения . В частном случае изотропного клина приведено решение и для 
конечного клина, граница которого свободна от напряжений. Получены 
выражения для напряжений на закрепленном крае , из которых видно , что 
напряжения вблизи вершины имеют как степенную , так и логарифмиче­
скую особенности , зависящие от анизотропии материала . 
2. Рассматривается также антиплоская задача для прямолинейного 
анизотропного неортотропного клина, когда одна грань закреплена, а на 
другой приложены касательные напряжения . Для удобства решения по­
ставленной задачи дифференциальное уравнение представляется в поляр­
ных координатах. Вводится малый физический параметр , с помощью че­
го рассматриваемая задача сводится к интегрированию дифференциаль­
ного уравнения с переменными коэффициентами при заданных гранич­
ных условиях . 
VI. Изгиб прямолинейно анизотропной пластинки 
в виде криволинейного четырехугольника IISJ 
1. Рассматривается изгиб пластинки в виде криволинейного прямо­
угольника (кольцевого сектора) , обладающего прямолинейной анизо­
тропией. В полярных координатах получено дифференциальное уравне­
ние в частных производных с постоянными коэффициентами . Введен ма­
лый физический параметр и решение построено в виде ряда по степеням 
этого параметра. Доказана сходимость метода малого параметра дпя. 
этой задачи. Построены первые два приближения решения задачи изгиба 
кривопинейной прямоугольной пластинки с опертыми сторонами. 
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VII. Термоупруга11 задача для ортотропной 
клиновидной пластинки 
Исследуется напряженное состояние ортотропной клиновидной 
пластинки постоянной толщины, когда на краях пластинки задана по­
стоянная температура, а по толщине пластинки температура меняется по 
заданному линейному закону . Дла шарнирно опертой пластинхи опреде­
лено значение прогиба. На основе полученного решения исследовано на­
пряженное состояние в малой окрестности угловой точки. В зависимости 
от угла раствора пластинки, температурных и упругих характеристик по­
лучено условие, при котором в угловой точке отсутствует особенность 
(напряжения и расчетные величины остаются ограниченными) [27]. 
Vlll. Новый подход при решении ряда задач для 
многослойных неоднородных анизотропных 
цилиндрических оболочек 
Рассматривается многослойная тонкая оболочка постоянной тол­
щины /1 , собранная из произвольного числа неоднородных ани:ютроп­
ных слоев постоянной толщины б; [28). 
В этом случае для жесткостей имеем [24): 
т~ 1т~ 
C;k(a,fi)= L В~(а,р)(б5 -б5_1). K;k(a,fi)=- L В~(а,р)(б}-б}_1) . ~ 2~ 
1 т+п 
D;k(a, fi)=- L В~(а,р)(бl-бl_1 ). 
3 s=I 
(49) 
причем 
(50) 
В предположении, что материалы слоев обладают слабой неодно­
родностью вида 
B}k (а, Р> = в}k [1 + Ff }k (а,р)), (i = 1, ... п) (51) 
уравнение для вектора перемещений й можно представить как 
А 0 [й] + µА< 1>[й]+t:А<2 >[й] = j, (52) 
где ](0,0,z) - вектор внешних нагрузок, 
4S 
Саркисян В. С. Новые классы задач теории упругости .. . 
АО ={Al<Co ,Do ,Ko)}, A(I) ={Аб'>ссо.Dо,Ко)}, 
А< 2 > ={A62>U)k.Jji .... . JJk )} (53) 
матрицы дифференциальных оnер;поров с постоянными и переменными 
коэффициентами, а введенные малые физические параметры fli характе-
риз уют <~низотропные свойства материала , причем µi = eiµ (fµi / < 1). Затем 
малые параметры µ и е вводятся также и в граничных условиях . 
Решение поставленной краевой задачи при соответствующих гра­
ничных условиях ищется в виде ряда по степеням µ и е: 
ot "' и= и<0 > + L :L/ eJ иii . (54) 
i=OJ=O 
В итоге, для определения неизвестных приближений йii получаем рекур-
рентную систему краевых задач для ортотропной однородной слоистой 
цилиндрической оболочки . 
Рассмотрены краевые задачи для технической теории анизотроп­
ных слоистых цилиндрических оболочек (28] . 
2. Рассматриваются задачи оптимального проектирования анизо­
тропных неощюродных с.:юистых цилиндрических оболочек на жест­
кость и прочность (29-32). Сформулируем эти задачи : требуется управ­
лять неоднородностью материала ю:1ждого слоя оболочки так, чтобы ми­
нимизировать максимальные прогибы и максимизировать основные час­
тоты свободных колебаний при фиксированной массе оболочки. При 
решении этих задач предполагается , что управляющая функция принад-
лежит пространству С.Л . Соболева wJ 2>(П), и что в каждой точке каждо­
го слоя оболочки известны функции распределения ruютности материала 
i-го слоя p;(a,fJ) = ,O;[B)k (а,,8)] , (i = 1,2, .. .11) и функции неоднородности 
f}k(a,/J) (J,k=l,2,6). Тогда масса оболочки выражается через функции 
неоднородности 
М = Мо +e[±mjk ЛU}k(a,,8)}dad/J]. (J,k = 1,2,6). 
r=I П 
(55) 
где М 0 - масса оболочки с характеристиками упругости Bjk . 
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Нелишне отметить, что в этом случае оптимизируемый функцио­
нал имеет вид 
J[f}k (а,р), ." , J.Jk (а,р)] = max!W(a.P)I. 
n 
(56) 
В рассматриваемых задачах оптимизации на допустимые функции 
неоднородности и на рост их производных первого порядка наложены 
некоторые ограничения . При минимизации максимального прогиба, ис­
пользуя известные соотношения между нормами в пространстве непре­
рывных функций и в пространстве функций, интегрируемых с р-й степе­
нью , поставленную оптимизационную задачу с локальным критерием ка­
чества аппроксимируем задачей с интегральным функционалом цели [З 1 ]. 
Ограничиваясь точностью первого порядка относительно малого физи­
ческого параметра в, оптимизируемый функционал приведем к виду 
[fjk(a,p) , ""JJk(a,p)] = [llwollL ] 1-р fJlwolp-lw1(a,p)dadP. р Q 
где w0 (а,р) , 11·1 (а,р). соответственно, нулевое и первое приближения . 
(57) 
Во второй задаче получено необходимое условие оптимальности в 
виде уравнения в частных производных относительно функций неодно­
родности. Линеаризация поставленных задач обеспечивает достаточ­
ность условия оптимальности. 
3. Рассмотрен другой новый метод оптимизации анизотропных 
пластин и оболочек (см . [6]) . 
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